ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU
Katedra za primenjenu matematiku 1.7.1998.

MATEMATIKA 1V

1. Polazeéi od ¢injenice da su aritmeticke funkcije fi(x,y) = z +y, fo(2,y) =z -y i
fs(z,y) = ¥ rekurzivne dokazati rekurzivnost slede¢ih aritmetickih funkcija

g(w,y)—{g,y’ o h(x)—{(l): PoY0 F(a) =@+ Vae

Napomena. Za funkciju ¢(z,y) moze se, bez dokaza, koristiti jednakost g(z,y+1) =
9(g(z,y), 1).

2. Nad azbukom koja sadrzi p simbola konstruisan je savrsen kod C sa kodnim rec¢ima
duzine n i kodovskim rastojanjem d, pri cemu je d neparan broj.

a) Odrediti broj kodnih reci koda C.

b) Da li je uslov pakovanja kugli zadovoljen zan =23, p=2,d=7Tin =11, p =3,
d=57

3. Opisati prevodenje formule kvantifikatorskog racuna u preneksni normalni oblik.

4. Odrediti koeficijente A, B, C tako da formula

1
1 ! !
| @) do = A(70) + £3)+ £0)) + BF ©) + CF () + RO
0
vazi za polinome §to viseg stepena. Primenom dobijene formule izracunati pribliznu vred-

1
nost integrala J = / V14 x dz iizracunati gresku.
0

9. a) Neka je dat sistem

flz,y) =0,

g9(z,y) = 0.
Dokazati da se, prema NEWTONovom metodu, niz iteracija za priblizno resenje prethodnog
sistema moze odrediti rekurentnim formulama

A, B,
L, =Tn — 5, n = Yn — 57,
+ J. Ynt1 = Yn = 7

gde je J, JACOBIjan i gde su A,, i B, determinante odredene formulama

fo@nyyn) (@0, yn)

. f(xm yn) f/ (wmyn)
An = ! 9o Ty yn)  9(Tn, Yn)

9(Tn,Yn)  9y(Tn, Yn)

I n -

b) Primenom NEWTONovog metoda za sistem jednacina
fla,y) =2 +y* -z =0,
glz,y) =2* —y* —y =0,

odrediti priblizno ono resenje koje se nalazi u blizini tacke (0.8,0.4) sa tacnoséu od € =
0.05 u odnosu na euklidsku normu.



6. Izvesti RUNGE-KUTTA metod drugog reda.

7. U skupu polinoma stepena ne viseg od m = 4 naéi najbolju srednje kvadratnu aproksi-
maciju funkcije f(z) = |z| na segmentu [—1, 1] sa tezinom w(z) = 1. Aproksimacionu
funkciju ® predstaviti u obliku:

O(z) =Y apPi(w),

k=0

gde su P, LEGENDREoVi polinomi.

8. Rekurentne relacije i diferencijalna jednacina za HERMITEove polinome.

’ NAPOMENA: DOZVOLjENA JE UPOTREBA SAMO NEPROGRAMABILNIH KALKULATORA.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 16.9.1998.

MATEMATIKA 1V

1. a) Prevesti u skup sastavaka kvantifikatorsku formulu
Bx)(vy) P, y) A (Br)(Vy)Q(z,y, 2).
b) Da li postoje unifikatori slede¢ih skupova literala:

Si={f(z.9(x), flglw),y)} Se={Q(x,y,2), QUf(y),a,z)}?

2. Neka je data kvadratna matrica A,y,. PredloZiti po jedan algoritam za resavanje
sledec¢ih problema:

a) izracunavanje matrice A?

b) ispitivanje da li je data matrica regularna
i odrediti kompleksnost predlozenih algoritama.

3. Dokazati da konaé¢no polje ima p* elemenata gde je p prost broj a k prirodan broj.

4. Primenom prvog NEWTONovog interpolacionog polinoma izracunati

3n

a) S, = Z k2,
k=1
3n

b) 0, =Y (—1)FK.

k=1

5. Data je diferencijalna jednacina

y —y=2a"

Metodom RUNGE-KUTTA drugog reda naci priblizno resenje diferencijalne jednacine na
intervalu [0, 0.5], pri poc¢etnom uslovu y(0) = 1, uzimajuéi korak h = 0.1.

oL N 2
6. Pasivni i aktivni AITKENov 0" - metod.
7. Polazeéi od funkcije generatrise izvesti integralni izraz za BESSELovu funkciju indeksa n.

8. Resavanjem HERMITEove diferencijalne jednacine izvesti eksplicitan izraz za HERMITE-
ov polinom.

NAPOMENA: DOZVOLjJENA JE UPOTREBA SAMO NEPROGRAMABILNIH KALKULATORA.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 07.10.1998.

MATEMATIKA 1V

1. Ispitati svodljivost polinoma:
a) p(z) = 22 +1 b) q(x) = 2*+32* + 2+ 3
nad poljem GF(7).

2. Mreza (S, <) predstavljena je HASSEovim dijagramom na slici.

a) Konstruisati odgovarajuéu A-mrezu.
b) Odrediti jedan skup parcijalno ureden
inkluzijom koji je izomorfan parcijalno

uredenom skupu (.5, <).

3. Definicija rezolvente dva sastavka.

4. Izracunati sa tacnoséu od € = 10~* najmanji pozitivni koren jednacine

100 sinx = x.

9. Diskretnom srednje kvadratnom aproksimacijom (METOD NAJMANJIH KVADRATA)
odrediti parametre a, b, ¢ u aproksimacionoj funkciji ®(z) = ax? + bz + ¢ za slede¢i skup

podataka: 7 ‘_2 -1 01 2
fleg |2 1 2 4 8~

4
Odrediti vrednost srednje kvadratne greske o = Z |f(z) — ().
i=0

6. Adams-Besfortova prediktor formula.
7. Dokazati da BESSELova funkcija zadovoljava BESSELovu diferencijalnu jednacinu.

8. Polazadi od funkcije generatrise izvesti izraz za Cebisevljev polinom.

‘ NAPOMENA: DOZVOLjJENA JE UPOTREBA SAMO NEPROGRAMABILNIH KALKULATORA.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 20.10.1998.

MATEMATIKA IV

1. Date su premise:
Py (Vo) (A(z) = (Vy)(B(y) = ~C(z,y))),
Py - (Fx)(A(z) A (Vy)(D(y) = C(x,y))).
Dokazati, primenom principa rezolucije, da zakljucak
F: (Vx)(D(z) = —B(x))

sledi iz datih premisa.

2. a) Dokazati da za svaki element x polja GF(n) koji je razli¢it od 0 vazi relacija "1 =1.

b) Dokazati da je polinom z" — z nad poljem GF'(n) identicki jednak 0.
3. Definicija i primer rekursivne funkcije.

4. Operatore D i D? = D - D razviti po stepenima operatora V. Ako je polinom Ps(z)
dat tabelom
r | -3 -2 -1 0
Ps(x) ‘ —-18 =4 0 0

primenom izvedene formule za D? izracunati Py (0). Proveriti dobijen rezultat formi-
ranjem drugog NEWTONovog interpolacionog polinoma.

5. Odrediti koeficijente A, B i argumente x;, T5 tako da formula:

[_a+uwﬂwdx:Aﬂm)+Bﬂ@»+Rq>

1
vazi za polinome §to viseg stepena. Primenom dobijene formule izracunati pribliznu vre-
1
2—x
dnost integrala J = 1+ |z|)lo
grala J = [ (1-+]a]) logy

-1

dz i odrediti gresku.

6. Opisati STEFFENSENov metod. Dokazati da STEFFENSENov metod ima najmanje
kvadratnu konvergenciju.

7. Polazedi od funkcije generatrise izvesti reprezentaciju BESsELove funkcije J,,(z) (n € N)
pomocu stepenog reda. Kako se definise BESSELova funkcija proizvoljnog indeksa v.

8. Izvesti rekuretne relacije za LEGENDREove polinome.

’ NAPOMENA: DOZVOLjJENA JE UPOTREBA SAMO NEPROGRAMABILNIH KALKULATORA.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 10.02.1999.

MATEMATIKA IV

1. Opisati 3-optimalnu heuristiku za problem trgovackog putnika i proceniti njenu
algoritamsku kompleksnost.

2. a) Konstruisati savrsen kod nad binarnom azbukom, sa kodnim rec¢ima duzine 7,
koji moze da ispravi najvise 3 greske.

b) Desifrovati vektore: 1110101, 1010111, 0111010.
3. Turingova masina za probleme odluc¢ivanja.

4. Funkciju x — |z| aproksimirati interpolacionim polinomom, pri ¢emu se uzima 5
¢vorova sa apscisama -2, -1, 0, 1, 2.

2

Integracijom interpolacionog polinoma izracunati pribliznu vrednost integrala / |z|dx
-2
i odrediti gresku.

5. a) Nadi resenja sistema jednacina:

filz,y) = y—cosz = 0
fole,y) = y—lz[f =0

sa tacnoséu € = 0.001.
b) Naéi priblizno povrsinu ograni¢enu krivom y = cosx i pravama y =z i y = —x.
6. Izvesti RUNGE-KUTTA metod drugog reda.

7. Polaze¢i od funkcije generatrise izvesti integralni izraz za BESSELovu funkciju in-
deksa n (n € 7).

8. Rekurzivne relacije za LEGENDREove polinome.

‘ NAPOMENA: DOZVOLjENA JE UPOTREBA SAMO NEPROGRAMABILNIH KALKULATORA.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 3.07.1999.

MATEMATIKA IV

1. Neka je D skup delilaca broja 24.

a) Ispitati da li je (D, |) parcijalno uredjen skup i ako jeste, predstaviti ga HASSEovim
dijagramom.

b) Ispitati da li je (D, |) S-mreza i ako jeste, konstruisati odgovarajuéu A-mrezu.

2. Data je TURINGova masina ¢ija je azbuka A = {0,1,b} (b je blanko simbol) i Q =
{9, %1, 42, q+,q-} skup unutrasnjih stanja upravljackog mehanizma. Ulazni podatak je
kona¢an niz simbola iz skupa {0, 1} koji se upisuju redom u éelije trake 1,2,... . Upra-
vljacki mehanizam se na pocetku rada nalazi u stanju g, a glava iznad celije 1. Dopuniti
slede¢i program za TURINGovu masinu koji utvrduje da li se u ulaznom podatku simbol
1 javlja tacno dva puta.

0 1 b
do (1,q1,+1)
¢ (1,q2,+1)
¢ | (0,q2,+1)

3. Definicija i primer formalne teorije.
4. Dokazati da su operatori

A=A-(1+ %A) (1+A)Y, B=V-(1- %V) (1=-V)t i C=p-9
medusobno ekvivaletni.

5. Neka je data diferencijalna jednacina

/

2
y:_y+$,
T

sa poCetnim uslovom y(1) = 0. Koriste¢i se metodom RUNGGE-KUTTA cetvrtog reda
aproksimirati vrednosti y(1.1) i y(1.2) sa y; 1 Y.

6. Opisati ROMBERGov metod numericke integracije.
7. Polazeéi od funkcije generatrise izvesti izraz za LEGENDREov polinom.

8. Rekuretne relacije za BESSELove funkcije. Navesti dokaz tacnosti jedne od relacija.

’ NAPOMENA: DOZVOLjJENA JE UPOTREBA SAMO NEPROGRAMABILNIH KALKULATORA. ‘




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 15.09.1999.

MATEMATIKA IV

1. Koristedi princip rezolucije dokazati da je sledeéa formula valjana:

(Fy) (Vo) R(z,y,7) = (Vo)(Fy)R(z,y,z).

2. Ispitati svodljivost slede¢ih polinoma nad poljem GF(7):
a) p(z) =32 +6, b) q(x) =2® + 32 + 22 + 6.
3. "Dobri” i ”108i” algoritmi: definicije i primeri.

4. Polinom trec¢eg stepena Ps(z) tabeliran je na sledeé¢i nacin:

x| 0|1]2(3] 4| 5] 6] 7
Py(x) | —1]1[1|8[27]64 125|216

Ako se zna da je jedan podatak pogresan, ispraviti ga i odrediti polinom Ps(z). Izracunati
P;(0) direktno i pomoéu odgovarajuée operatorske jednakosti.

oo
ostx

9. a) Odrediti LAPLACEovu transformaciju funkcije f(t) = /%d;c za t>0,a>0.
2 +a
0
Pokazati da je ta¢no f(t) = 21 e
a
b) U zavisnosti od parametra a (a¢ > 0) numericki odrediti fiksne tacke funkcije f(t)
uopstenim NEWTONovim metodom trec¢eg reda sa 6 tacnih decimala.

6. Izvesti Adams-Besfortovu prediktor formulu treéeg reda i iz nje Adamsovu formulu.

7. Polazedi od funkcije generatrise Cebisevljevih polinoma T}, (z) (n=0,1,...) dokazati da
je T(x) = cos(n arccos z).

8. Polazeéi od generatrise za BESSELove funkcije dokazati rekurentne relacije:

2) S(ua(e) + Aen(2) = n(), ) S ()~ (2) = Ji(2)

gde je J,(z) (n € Z) BESSELova funkcija.

NAPOMENE:

— Deo a) ZADATKA 5. rade SAMO studenti koji su polozili MAT 3 u januarskom
ispitnom roku 1999.

— Na koricama zadatka naznaéiti u kom ispitnom roku je polozena MAT 3.

— Ispit traje 4 sata.

— Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 6.10.1999.

MATEMATIKA 1V

1. a) Neka je data realna vektorska funkcija:

f(fL',y,Z)Z(fl(y,Z),f2<Z,ZE) f3 X y Z a]ky Z Z b kT Zk Z ngxy

j—i—k m i+k=m i+j=m

za @, bi g, i j 7 0. U zavisnosti od prirodnog broja m odrediti kompleksnost racunanja
vrednosti vektorske funkcije rotora:

£l _ JE 9f2\ = df1 0fz\ - 0fa aof1\ -
rOtf(x7yaz)<@_E>l+<%_%>]+(%—a—y>k,

u tacki (zo, yo, 20) € R*\{0}.
b) Odrediti konstante a, b, ¢ € R tako da vektorska funkcija:

f(l’,y,Z) = (2y+az,bx - z,4x+cy)

odreduje LAPLACEovO polje.

2. Nad poljem GF(3) dat je skup reci A = {1002, 1220, 0100, 1111, 2122, 0021, 0212 }.

a) Dopuniti ovaj skup rec¢ima iz skupa B = {2222, 0021, 2201, 1110, 2010, 1102 } tako
da se dobije savrsen kod.

b) Desifrovati vektore: 2011, 2201, 1020.

3. Definicije atoma, literala, komplementarnih literala, sastavka i praznog sastavka.
Navesti po jedan primer za svaki od definisanih pojmova.

4. Regiti sistem jednacina:
fla,y) =2’ +y° = 3xy =0

g(z,y) =vr—y=0

na Sest tacnih decimala znajuéi da postoji jedno resenje u okolini tacke (z, yo) = (1.6, 1.1).



9. U zavisnosti od b > 0 odrediti koeficijente Ay (k = 1,2,3,4) u kvadraturnoj formuli:

1) / F(2) de = Af(—1) + Aof(1) + Asf (=b) + A (B) + R(f).

tako da ona ima najveci stepen algebarske tacnosti. Za vrednost parametra b, sa kojim
formula (1) ima maksimalni mogudi stepen algebarske taénosti, priblizno odrediti vrednost
integrala:

/2

(2) I= / sint dt.

0
6. Izvesti formulu za TAYLORov metod treéeg reda.
7. Izvesti RODRIGUESovu formulu za LEGENDREove polinome.

8. Izracunati:
“+o0

/ e L (z)dx  (a>0)

gde je z — L,(z) LAGUERREovV polinom n-tog stepena.

NAPOMENE:

— Deo b) ZADATKA 1. rade SAMO studenti koji su polozili MAT 3 u januarskom
ispitnom roku 1999.

— Na koricama zadatka naznaciti u kom ispitnom roku je polozena MAT 3.

— Ispit traje 4 sata.

— Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 27.10.1999.

MATEMATIKA 1V

1. Polazeéi od cinjenice da su aritmeticke funkcije: fi(x,y) =z +y, folx,y) =2y,

. __ . ostatak deljenja x sa y, 0
R = 2=y o) = sgua), fie) = sg(e) 1 057(.9) = { jenjax sy, 070
rekurzivne ispitati rekurzivnost aritmetickih funkcija:
y
Hg(ml,xg, pyi), Yy >0
i=1

2) F(x):{ 0, =0

proizvod delilaca broja x, = >0

P(x1, 29, ..20,y) = gde je g : N""! — N rekurzivna funkcija,

2. Dati su skupovi literala S; = {Q(h(x),y)} 1 So2={Q(y,z) }, i supstitucije
A=A{a/z, f(2)/y,y/z} 1 © ={b/x, z/y, g(x)/z}. Odrediti supstituciju AO i ispitati
da 1i postoji unifikator za skupove literala S;(A©) i S, .

3. Dokazati da kona¢no polje sadrzi p* elemenata gde je p prost a k prirodan broj.

4. U skupu polinoma stepena ne viseg od m =4 na¢i najbolju srednje kvadratnu aproksi-

V122

maciju funkcije f(x)=|z| na segmentu [—1, 1] sa tezinom w(z) = Aproksimacionu

funkciju ® predstaviti u obliku: m
(I)(.CE) = Zaka(:c),
. k=0
gde su T), CEBISLJEVIjevi polinomi.

ry
1+ a2

sa pocCetnim uslovom y(0) = 2. Koristeéi se metodom RUNGE-KUTTA cetvrtog reda
tabelirati priblizno resenje na intervalu [0, 0.3] sa korakom h=0.1.

9. Neka je data diferencijalna jednacinay’ = —

6. Opisati Stefensenov metod i dokazati da ima najmanje kvadratnu konvergenciju.

7. Izvesti rekurentne relacije za LEGENDREove polinome.

+o00
8. Izracunati / e~ H(z)dz gde je x — H,(z) HERMITov polinom.
0

NAPOMENE:

— U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.
— Ispit traje 4 sata.

— Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 14.11.1999.

MATEMATIKA 1V

1. Konstruisati polje GF(4) sa elementima 0,1,«,3 . Ispitati svodljivost polinoma
2> +z+a i 22+ Bz + « nad poljem GF(4).

2. Dokazati da u proizvoljnoj mrezi (P, p) vazi:
1) Ako je xpyi, xpy, onda jei xp(yi A ya).
2) Ako je wipy1, wapy, onda jei (z1V w2)p(y1V y2).

3. Definicija i primer formalne teorije.

1
4. Dat je niz a, = 1 (n=0,1,2,...). Dokazati da za svako k € N vazi
n

(—1)%k!

Afa, = m+1)(n+2)...(n+k+1)

Primeniti EULERovu transformaciju na sumiranje alternativnog reda

[e.o]

(=1)"ay,.

n

Odrediti broj ¢lanova polaznog reda i ubrzanog reda da bi granica apsolutne greske bila
manja od ¢ = 0.0005.

9. Jednacina e* = (5 + 3i)z ima koren u blizini tacke 3 + . Nadi koren jednacine sa
tacnoséu € = 0.05.

6. Opisati ROMBERGov metod numericke integracije.
7. Rekuretne relacije i diferencijalna jednac¢ina za HERMITEove polinome.

8. Izracunati integral

gde je P,(z) LEGENDREov polinom.

NAPOMENE:

— U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.
— Ispit traje 4 sata.

— Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 19.12.1999.

MATEMATIKA 1V

1. Polazedi od ¢injenice da su aritmeticke funkcije: fi(z,y) = x4y, fo(x,y) = -y, f3(x) =
<San ] z , Y 0
sgn(z), fi(z) = sgn(z) i F(z,y) = { [y] io

rekurzivne ispitati rekurzivnost
‘/E?

aritmeticke funkcije Q(z,y) = (x * y).
x

2. Neka je (S, A, V) A-mreza gde je S = { ay, ao, asz, as, as, ag } 1 operacije A i V
definisane ta?\lic ama:

ap a2 a3 a4 a5 Qag V la a a3 a4 a5 ag
al aq al aq al al al al al ag as ay as Qg
as al a9 al a9 a9 ag a9 a9 as as ay as Qg
asz | a1 ail az aj az asg az | a3 a5 a3 Aag a5 Qg
aq | a1 az a1 a4 Qa2 G4 aq | a4 Q4 G Q4 A6 Gp
as (ay a2 a3z az as as as | as a5 as ag as 0ag
ag | a1 a2 az a4 as Gae as | ag G A G A6 04p

Konstruisati odgovaraju¢u S-mrezu i HASSEov dijagram.

3. HERBRANDov domen, osnovni primer sastavka, formulacija i primer primene HER-
BRANDove teoreme.

4. U zavisnosti od parametra a (a > 0) numericki odrediti fiksne tacke funkcije

™ 2
t — 7(at)
ft) = 5oe

uopstenim NEWTONovim metodom 3-¢eg reda sa 6 tacnih decimala.

5. Za diferencijalnu jednacinu y = e

_—  Dri pocetnom uslovu y(0) = 0 odrediti prva
e

tri ¢lana razvoja reSenja u MACLAURINov red.
6. Izvesti NEWTON-COTESovu formulu i dati izraz za gresku.

7. Polazeéi od funkcije generatrise izvesti eksplicitni izraz za CHEBISHEVljev polinom.

1 on+1(n1)2
8. Proveriti formulu / 2" P,(x)dr = (n!)

@n+ 1)l gde je P,(z) LEGENDREov polinom.
-1 n !

NAPOMENE:

— U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.
— Ispit traje 4 sata.

— Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 8.3.2000.

MATEMATIKA 1V

1. Polazedi od ¢injenice da su aritmeticke funkcije: fi(z,y) = x4y, fo(x,y) = -y, f3(x) =

L 0
sgn(z), fi(xr) = sgn(z) i F(z,y) = { bl zfo rekurzivne ispitati rekurzivnost

€z,

aritmeticke funkcije Q(x,y) = (m + y).
x

2. Neka je (S, A, V) A-mreza gde je S = { a1, as, as, a4, as, ag } i operacije A iV

definisane tablicama:
N la a a3 a4 a5 ag V iar a2 a3 a4 a5 ag
a|a a a a ar ai ap | a a2 a3 a4 as ae
az (ap a2 ai a2 a2 a2 az | ax a2 as a4 as Gag
as (a a az ai az as as | asz as az ag as ag
as | a1 a2 a1 a4 az a4 a4 | G4 a4 A a4 Aag Qg
as (ay a2 az az as as as | as as as ag as ag
as | a1 a2 az a4 as ae ag | ag G A G Ag 046

Konstruisati odgovaraju¢u S-mrezu i HASSEov dijagram.

3. HERBRANDov domen, osnovni primer sastavka, formulacija i primer primene HER-
BRANDove teoreme.

4. U zavisnosti od parametra a (a > 0) numericki odrediti fiksne tacke funkcije

™ 2
t) = —e (@)
£t = o
uopstenim NEWTONovim metodom 3-¢eg reda sa 6 tacnih decimala.
, sinw
9. Za diferencijalnu jednacinu y = "
e

tri ¢lana razvoja reSenja u MACLAURINov red.

pri pocetnom uslovu y(0) = 0 odrediti prva

6. Izvesti NEWTON-COTESovu formulu i dati izraz za gresku.

7. Polazeéi od funkcije generatrise izvesti eksplicitni izraz za CHEBISHEVljev polinom.

1 2n+1(n! 2
8. Proveriti formulu / 2"P,(x)dr =

@n+ 1)t gde je P,(z) LEGENDREOV polinom.
—1 n !

NAPOMENE:

— U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.
— Ispit traje 4 sata.

— Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 26.04.2000.

MATEMATIKA 1V

1. Konstrukcijom pogodnog svedocanstva istinitosti potvrdnog odgovora dokazati da
sledeci problemi pripadaju klasi NP:

a) problem egzistencije potpunog podgrafa sa k ¢vorova u datom grafu sa n évorova,
b) problem utvrdivanja da li formula (koja sadrzi n iskaznih slova i m operacijskih simbola,
gde je m < n?) iskazne algebre nije tautologija.

2. a) Izvrsiti skolemizaciju formule  (Vz)P(z,y) = (3z)(Vy)Q(z,y, 2);
b) Da li postoje unifikatori slede¢ih skupova literala:

S1={ B(x, h(x),c), R(h(g(2)),21,9) }, Sa = { f(h(9(2)),y,2), f(x, h(x),c) }?

3. Dokazati da je karakteristika kona¢nog polja prost broj.

4. Sa kojom tac¢noséu se moze izracunati vrednost v/1580 pomocu interpolacionog poli-
noma ako su zadani ¢vorovi interpolacije o = 1000, x1 = 1330 i x5 = 17287

5. Primenom CEBISLJEV]jeve kvadraturne formule za m = 6 priblizno izracunati:
1
e / dz
V1—ab
0
6. Uopstena NEWTON-ova formula.

1—coszx

7. Dokazati da je [ Ji(xcosf)dd = ———— gde je z+— Ji(z) BESSEL-ova funkcija
x

o
(NIE]

prve vrste.

8. Izvesti RODRIGNES-ovu formulu za LEGENDRE-ove polinome.

NAPOMENE:

— U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.
— Ispit traje 4 sata.

— Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET U BEOGRADU 24.07.2000.

MATEMATIKA 1V

1. Metodom rezolucije dokazati da je formula (3z)(S(z) A =Q(z)) posledica formula
(Va)( P(z) = (Vy)(Q(y) = ~R(z,y)) ), (Vz)(P(z) = 3y)(S(y) A R(z,y))), (3z)P(x).

2. Nad poljem GF(3) dati su skupovi reci C; = {1002, 1220, 0100, 1111, 2122, 0021, 0212}
i Cy = {2222, 0021, 2201, 1110, 2010, 1102 }.

a) Dopuniti skup C; re¢ima iz skupa C; tako da se dobije savrsen kod.

b) Desifrovati vektore: 2011, 2201, 1020.

3. TURINGova masina.

1
4. Dat je niz a, = (n=0,1,2,...). Dokazati da za svako k € N vazi
2n+1
"o 2n+1)(2n+3)...(2n+ (2k+ 1))
Primeniti EULERovu transformaciju na sumiranje alternativnog reda Z (=1)"ay,.
n=0

Odrediti broj ¢lanova polaznog reda i ubrzanog reda da bi granica apsolutne greske bila
manja od € = 0.001.

9. Odrediti A, B, C u kvadraturnoj formuli
1
(+) / f(x) de = Af(~C) + BF(0) + Af(C) + R(/)
-1

tako da ona ima najveci stepen algebarske tacnosti. Priblizno izracunati integral

1

92—
I:/log4+zdx.

-1

primenjujuéi formulu (*) na intervalima [—1,0] i [0, 1] respektivno.
6. Izvesti MILNEovu formulu.

7. a) Dokazati rekurentnu relaciju za LAGUERREove polinome

Lpyi(2) + (z —2n — 1)L, (2) + n*L,_(x) = 0.

+o00
b) Izracunati integral / xe Ly(x)L,_1(x)dx.
0



8. Polazedi od funkcije generatrise izvesti izraz za LEGENDREov polinom.

NAPOMENE:

— U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.
— Ispit traje 4 sata.

— Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 20.9.2000.

Katedra za matematiku primenjenu u elektrotehnici

MATEMATIKA IV

1. Dat je skup S = {2,3,5,6,7,11,12, 35, 385).

19. Ispitati da li je uredjen par (S,|), gde je | relacija deljivosti, mreza.

2. Nacrtati HASSEov dijagram strukture (S, |).

3°. Odrediti najmanji, najve¢i, minimalni i maksimalni element (elemente) strukture (S, |).

2. Dati su skupovi literala A = {P(x,u,y)} i B ={ P(z,h(u), f(z)) }, 1isupstitucije
A={a/x, f(2)/y,y/z} 1 ©={b/x, h(z)/u, z/y, g(x)/z }. Odrediti supstituciju AO
i ispitati da li postoji unifikator za skupove literala A(AO) i B.

3. Pregled definicija u vezi sa klasom problema NP.

4. NEWTON-RAPHSONovim metodom, sa ta¢noséu od € = 1075, odrediti najmanje ¢ > 0

sa osobinom da tangenta iz tacke (¢, sinc), sinusoide y = sinz, prolazi kroz koordinatni
pocetak (0,0).

5. Data je diferencijalna jednacina y' —y = z2. Metodom RUNGE - KUTTA Eetvrtog reda
nac¢i priblizno resenje diferencijalne jednacine na intervalu [0, 0.3], pri poc¢etnom uslovu
y(0) = 1, uzimajuéi korak h = 0.1.

6. Funkcija x — f(z) tabelirana je, sa korakom h > 0, u ekvidistatnim tackama
To, T1, T9, T3, T4. Dokazati aproksimaciju:

/ 1

f(x2) = oh (fo —8f1+8f3— f4>-

7. Polazeéi od funkcije generatrise izvesti izraz za LAGUERREov polinom u kome se
pojavljuje n-ti izvod jedne funkcije.

8. 1°. Dokazati da sferna BESSELova funkcija J_1/2(z) zadovoljava jednakost

2
J_1p2(x) = ”E COS .

2°. Koriste¢i jednakost iz tacke 1°. izraziti BESSELovu funkciju J_3/5(x) u konacnom
obliku pomoc¢u elementarnih funkcija.

NAPOMENE:

— U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.
— Ispit traje 4 sata.

— Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 11.10.2000.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. U zavisnosti od prirodnog broja n i uzimajuéi operacije sabiranja i mnoZenja za
elementarne korake, odrediti kompleksnost racunanja vrednosti funkcije

Fa,y) = Z a; 'y’ u datoj tacki (zg,yo).

i+j=mn
21 <n

2. Konstruisati CAYLEYeve tablice operacija u polju GF(4) sa elementima {0,1,a,b}.
Neka su p(z) =22 +bx+a i q(x)=ar?+z+b polinomi nad poljem GF(4).

1) Izracunati p(z) - ¢(x).

2) Izracunati p( —a='b).

3) Ispitati svodljivost polinoma p(z) nad poljem GF(4).

3. Skolemizacija.

4. Za diferencijalnu jednacinu y = 2%y? — 1, pri pocetnom uslovu y(0) = 1, odrediti
prvih pet ¢lanova razvoja reSenja u MACLAURINov red.

1
9. Izracunati sa tacnoséu € = 0.01 integral: [ = /
0

i
Vel —z)
6. Izvesti uopstenu NEWTONovu formulu.

1 d»
=3 'd—(m2 — 1)" zadovoljava LEGENDREovU
"n!ax™

7. a) Dokazati da polinom z — P,(z)

diferencijalnu jednacinu
(1) (1—2%)y —2zy +n(n+1)y=0.
-1

b) Polazeéi od jednacine (1) dokazati da je /Pm(a:)Pn(x) dx =0 (m # n).

-1



8. Rekurentne relacije i diferencijalna jednacina za HERMITEove polinome.

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 8.11.2000.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. Na slici je prikazan HASSEov dijagram strukture N
(A, p) gde je skup A = {a,b,c,d,e, f}. i
1) Ispitati da li je uredjen par (A,p) mreza. / \

2) Odrediti najmanji, najveéi, minimalni i mak31maln1 \ /
element (elemente) strukture (A, p).

2. Neka je C blokovski (n, m)—kod konstruisan nad poljem GF(q).
1) Neka je c € C, r,79€Nin>ry>ry. Odrediti card( K(c,r9)\K(c,r1) ).

2) Neka su ¢y, ¢; € C takve da je d(cy, ca) = 2. Odrediti reci koje pripadaju
skupu ( K(c1,1) N K(e2,1)).

3. Svodjenje formule kvantifikatorskog racuna na preneksni normalni oblik.

4. Neka su za dva puta neprekidno diferencijabilnu funkciju f date vrednosti:

flwo) =1, f(w1) =2, f(w2) =3, f (w0) = 0, f (w2) = —1
redom u ¢vorovima xg = 0, x1 = 11 9 = 2. Za interpolacionu funkciju:
ao + bo(x — xo) + co(x — x0)* + do(x — 20)® @ x € 20, 21]
o) = { ar+bi(z — 1) +c1(z —2)?* +di(z — 1) ¢ x € [m1, 79
odrediti nepoznate koeficijente ay, by, ¢k, dr € R (K =0, 1) tako da vazi:
1) S(wo) = f(wo), S(x1) = f(21) 1 S(22) = f(a2),
2) S'(w0) = [ (w0) 1 S'(x2) = f'(22),

3) funkcija S jeste dva puta neprekidno diferencijabilna u tacki ;.



ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 2.12.2000.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. a) Odrediti kompoziciju p o za date supstitucije p = {y/x, f(2)/y,a/z,w/u} i o =
{a/z,ufy, ujw}.
b) Da li postoji unifikator za skup literala {P(:E, fy), u, h(u, u))pa, P(y, f(x),a,h(x, z)) }?

2. Neka je C blokovski (n, m)—kod konstruisan nad poljem GF(q).
a) Neka je c € C, 11,7 €Nin>ry>r;. Odrediti card( K(c,r)\K(c,71) ).

b) Neka su c1, ¢z € C takve da je d(cy, ¢2) = 2. Odrediti reci koje pripadaju
skupu ( K(c1,1) N K(cq, 1) ).

3. Definicija rekursivne funkcije.
4. Polinom treceg stepena Ps(x) tabeliran je na slede¢i nacin:

«| 0| 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7
Py(x) | =100 | =78 | =50 | —10| 50| 130 | 242 | 390

Ako se zna da je jedan podatak pogresan, ispraviti ga i odrediti polinom Ps(z). Izracunati
P:; (0) direktno i pomoéu odgovarajuée operatorske jednakosti.

5. Data je diferencijalna jednacina y = 2 — g, sa pocetnim uslovom y(1) = 3. PI-
x

CARDovim metodom aproksimirati y(3) sa tre¢om sukcesivnom aproksimacijom ys(3).

6. Opisati ROMBERGov metod numericke integracije.



7. Koristeé¢i rekuretne relacije za BESSELove funkcije prve vrste dokazati jednakost

d

- <x”Jy(a:U)) = az""'J, -1 (ax).

Na osnovu toga izracunati integral

t

/x”_ljl,_l(ax)dx (v >0).

0

8. Polazeéi od funkcije generatrise CEBISEVLIEVjevih polinoma T}, (z) izvesti formulu

T, (x) = cos(n arccos x).

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 7.3.2001.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. Metodom rezolucije dokazati da je formula (3z)(S(x)A-Q(x)) posledica
formula (vVa)(P(z)= (Vy)(Q(y) = ~R(z,y))), (Vz)(P(z)=(Fy)(S(y) A R(z,y))),
(Jx)P(x).

2. Neka je C blokovski (n, m)—kod konstruisan nad poljem GF(q).
a) Neka je c € C, 71,79€Nin>ry>7r. Odrediti card( K (c,r9)\K(c,m1) ).

b) Neka su ¢y, ¢z € C takve da je d(cy, c2) = 2. Odrediti reci koje pripadaju
skupu ( K(c1,1) N K (e, 1) ).

3. Definicija rekursivne funkcije.
4. Polinom treceg stepena Ps(x) tabeliran je na sledeéi nacin:

c| 0] 1| 2| 3| 4] 5| 6] 7
Py(x) | =100 | =78 | =50 | —10| 50 | 130 | 242 | 390

Ako se zna da je jedan podatak pogresan, ispraviti ga i odrediti polinom P3(x). Izra¢unati
P?; (0) direktno i pomoc¢u odgovarajuée operatorske jednakosti.

5. Data je diferencijalna jednacina y = 2 — g, sa poCetnim uslovom y(1) = 3. PI-
x

CARDovim metodom aproksimirati y(3) sa treéom sukcesivnom aproksimacijom ys3(3).

6. Opisati ROMBERGov metod numericke integracije.



7. Polazedi od funkcije generatrise CEBISLIEV]jevih polinoma T),(z) (n=1, 2, ...) dokazati
da je T, (z) = cos(n arccos z).

8. Izracunati:
+o0o

/ e Lo(az)dr  (a>0),

gde je © — L, (z) LAGUERRREoV polinom n-tog stepena.

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 5.5.2001.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. Ispitati da li su rekursivne sledece aritmeticke funkcije:

f1($,y)=x—|—y, f2($,y):x'y, f3(ﬂf,y):fby-

2. Ispitati da li je polinom z* + 22 + 1 svodljiv nad poljem GF(4). Odrediti nule ovog
polinoma u istom polju.

3. Skolemizacija.

4. Funkcija * — f(z) tabelirana je, sa korakom h > 0, u ekvidistatnim tackama
Xo, T1, T, T3, T4. Dokazati aproksimacije:

a) f'(z) ~ ﬁ<— 25fo +48f1 — 36f + 16f3 —3f4)7
1

b) f(z1) ~ ﬁ( —3fo—10f1 +18f; — 6f3 + f4>,

/ 1
c) [ (z2) = ﬁ(fo —8f1+8f3 — f4>-
9. Jednacina e* + |z| = 0 ima koren u blizini tacke 1 + 3i. Nadi koren jednacine sa

tacnoscu € = 0.005.
6. Opisati ROMBERGov metod numericke integracije.
7. Rekuretne relacije za LEGENDREove polinome.

8. Izracunati:
o0

/emQx"Hn(:L’) dx,
0
gde je H, HERMITEov polinom.

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 11.7.2001.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. Neka je data formalna teorija 7 = (A, Form, Ax, R) sa elementima:
A= {CL, b}v FOI'III:A*, Ax = {a’vb}7 R = {aaﬁ}7
gde su data pravila izvodenja:

_xa . b
" xab " oxba

Opisati sve teoreme formalne teorije T .

2. Konstruisati polje GF(4) sa elementima 0, 1, c, 3. Ispitati da li su polinomi x*+z+a« i
z? + x + [ ireducibilni nad poljem GF(4).

3. TURINGova masina.

4. Metodom polovljenja intervala naéi jedan koren jednacine:

. x
r=——-
& 2 — 32

na intervalu (0, 7) sa tacnoséu € = 0.005.

9. Dokazati da je trapezno pravilo sa korakom h = tacno za sve trigonometrijske

n

polinome:
n

Pty =) ae™ (0, €0),

k=—n

kad se primenjuje na intervalu [0, 27].
6. RUNGE-KUTTA metod drugog reda.

7. Ortogonalnost LAGENDREovih polinoma. Formulacija i dokaz.



+oo
8. Izracunati / 22e (Hn(a:'))de, gde je x — H,(x) HERMITEov polinom.

0

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radjeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 12.9.2001.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. Konstrukcijom pogodnog svedocanstva istinitosti potvrdnog odgovora dokazati da
sledeci problemi pripadaju klasi NP problema:

a) Problem trgovackog putnika.

b) Problem utvrdivanja singularnosti kvadratne matrice.

2. U multiplikativnoj grupi polja GF(11) odrediti red svakog elementa i odrediti gene-
ratore grupe.

3. Formalne teorije.

4. Metodom najmanjih kvadrata odrediti parametre a, b i ¢ u aproksimacionoj funkciji
®(x) = az® + bx + ¢ za slededi skup podataka:
x |2 -1 0 1 2
fl@)] 1 -2 0 2 -1~

Odrediti vrednost srednje kvadratne greske o = \/ Z?:o | f(x;) — D(x;)|%

5. Neka je data diferencijalna jednacina:

y +tgy = ,
cos y

sa pocetnim uslovom y(0) = 7/4. Koristeéi se metodom RUNGGE-KUTTA cetvrtog reda
aproksimirati vrednsoti y(0.1) 1 y(0.2) sa y; i ys.

6. Modifikacije NEWTON-RAPHSONovog metoda.
7. Rekuretne relacije i diferencijana jednac¢ina HERMITEovih polinoma.

8. Izraziti sferne BESSELove funkcije Jy/2(z) i J_1/2 u kona¢nom obliku pomoéu eleme-
ntarnih funkcija. Na osnovu toga funkcije J3/o() i J_3/2 izraziti u konac¢nom obliku preko
elementatrnih funkcija.

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 10.10.2001.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. U zavisnosti od prirodnog broja n, uzimajuéi operacije sabiranja i mnozenja za ele-
mentarne korake, odrediti kompleksnost racunanja vrednosti realne funkcije:

_ 1,9
F(l} y) = E a;; T Y’
i+j<n
(0<4,5<n)

u datoj tacki (w9, 0) € R*\{(0,0)}.

2. Dokazati da u proizvoljnoj mrezi vazi (x1 <y;) & (22 <yo) = (11 V 22) < (y1 V ¥2).
Ispitati da 1i je preslikavanje f,(z) = a V  monotono. Odrediti sliku intervala [a A b, a |.

3. Linearni kodovi: pregled definicija i teorema.

4. Za analiticku funkciju f odrediti A, B, C' u kvadraturnoj formuli:
1
(%) /f(Z) dz = Af(0) + B(f(=1) + f(1)) + C(f(=i) + f(i)) + R(f)
~1

tako da ona ima najveéi stepen algebarske tac¢nosti. Primenom formule (x) priblizno

izracunati integral:
1

dx
L= / (2 +2)(e* + 1)’

-1

9. NEWTON-RAPHSONovim metodom resiti sistem jednacina:

flay) =z —y*—1=0,
g(z,y) = 2? — 29> + 4y — 2 =0,
na pet tacnih decimala znajuci da postoji taéno jedno resenje u prvom kvadrantu.

6. AITKENov ¢%-proces (pasivni i aktivni).



7. Izracunati:

a)
/e“kaHn(x) dx
b)
/e_IQxH;(x)Hn(x) dz,

gde je H, HERMITE-ov polinom.

8. Dokazati ortogonalnost LAGUERREovih polinoma.

(k=0,1,...

,n—1),

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.

e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNIGKI FAKULTET — BEOGRAD 8.12.2001.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. Koristeéi se principom rezolucije dokazati da je sledeé¢a formula valjana:
(Vx) (Vy) (A(x, y) V Ay, m)) — (Va:) (Vy) (Elz) (A(.T, 2) N A(y, z))

2. Dokazati savrSenost sledeéeg linearanog koda u Zs:

0001112 2 2
012012201 2
02121010 2
0122011220

(kodne reci su odredene kolonama). Odrediti generatorsku matricu koda.

3. Definicija klasa problema P i NP. Navesti po jedan primer problema koji pripadaju
ovim klasama sa obrazlozenjem.

4. Dokazati sledeée veze izmedu operatora prednje razlike A, operatora centralne razlike &
i operatora diferenciranja D:

52 2 2 6 5
A=THonf1+T D—Elog<§+ 1+ ) (h > 0).

9. Date su dve funkcije y= f(z)=2cosx, y=g(x)=logx—a : R" — R (a€ R). Za koju
vrednost konstante a postoji dodir grafika funkcija f i g ako se zna da je apscisa tacke
dodira bliska 7. Odrediti apscisu tacke dodira sa taénoséu e = 1074,

6. Formulisati i izvesti RUNGE-KUTTA metod ¢etvrtog reda.

7. Izvesti analogon RODRIGUESove formule za LAGUERREove polinome.

8. Ako je P, LEGENDREov polinom odrediti P,(1) i P,(0), a zatim izracunati:

1
/P2n+1<$> dzx.
0

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 13.2.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. a) Neka je data aritmeticka funkcija:

T—y T2y,
h(z,y) =2=y = {
0 : z<uy.
Dokazati da za prirodne brojeve x, y i z vazi jednakost: x=(y + z) = (x=y)==z
b) Dokazati rekursivnost sledeé¢ih aritmetickih funkcija:
(@) filzy) =z=y,
(@)  folz,y) =
(éi6) fs(z,y) = min{z, y},
() falz,y) =

|I-—yh

x, max{z,y}.

2. a) Odrediti kompoziciju po za date supstitucije:

p={r—y,y— f(2),z—=aqu—w} i o={r—ay— uw— u}

b) Dali postoji unifikator skupa S={ P(z, f(y),u, h(f(u), f(w)))po, P(y, f(z),a, h(z,x)) }?
3. Dokazati da konacno polje sadrzi p* elemenata, gde je p prost broj a k prirodan broj.

a) Dokazati da se primenom trapeznog pravila, sa korakom h = 27/(n + 1), na

trigonometrijske polinome:
n

Pu(t) =) cpe™ (te(0,2m)),

k=—n
dobija tacan rezultat za fiksirane koeficijente ¢, € C' (k=0,+£1,...,+n).

b) Neka se funkcija f(t) moze aproksimirati trigonometrijskim polinomom n-tog stepena
P,(t) tako da za fiksirano € > 0 vazi: |P,(t) — f(t)] < € za t € (0,27). Dokazati da se
primenom trapeznog pravila, sa korakom h = 27/(n + 1), integral:

I:7f(t) dt

izracunava sa greskom manjom od 2e¢.



9. Neka je data diferencijalna jednacina:

y +tgy = ,
cos Yy

Metodom RUNGE-KUTTA drugog reda naci priblizno resenje diferencijalne jednacine na
intervalu [0, 0.5], pri po¢etnom uslovu y(0) = 7/4, uzimajuéi korak h = 0.1.

6. NEWTON-RAPHSONov metod za reSavanje jednacina f(x) = 0.

+oo
7. Izracunati / ez L (z)L, (x) dz, gde je L, LAGUERREoV polinom.

0

8. Polazeéi od funkcije generatrise CEBISEVjevih polinoma T, (x) (n = 0,1,...), izvesti
izraz za T,(z).

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 6.4.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. Neka je data trodijagonalna determinanta:

a; €y 0 o --- 0 0
bl a9 C3 0o --- 0 0
A e
O 0 0 0 -+ ap_y1 ¢y
0O 0 0 0 - by ay

pri cemu a;, b;, ¢, #0 (1<i<n, 1<j<n,1<k<n). Odrediti kompleksnost algoritma za
racunanje trodijagonalne determinante.

a) Svodenjem determinante na trougaoni oblik.

b) Koriséenjem formule: D,, = a,,- Dy, 1—¢pby_1- Do (D1=ay, Da= ajas—b1c3).

2. Ispitati da li je ureden par (NN, |), gde je N skup prirodnih brojeva, a | relacija deljivosti
mreza. Ako je D ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} nacrtati HAsSEov dijagram strukture (D, |).

3. Definicije HEBRANDovog domena i osnovnog primera sastavka. Formulacija HE-
BRANDoOvVe teoreme.

4. Odrediti realne parametre A;, Ay, Az, Ay i x1, x5 tako da kvadraturna formula:

1

/f(:c) dr = A1 f(21) + Ao f(22) + Asf(—1) + Asf(1)

-1

bude ta¢na za polinome sto je moguce viseg stepena.

5. Jednacina e® + |z| = 0 ima koren u blizini tacke 1 4 3i. Naéi koren jednacine sa
tacnoscu € = 0.005.

6. LAGRANGEov i NEWTONov interpolacioni polinom. Opsti slucaj.



7. Za LAGUERREove polinome dokazti rekuretnu relaciju:
nLy1(x) + Ly, (z) = nL, () =0,

a zatim koriste¢i rekuretnu relaciju izracunati integral

—+00

/ e YL,(y) dy.

T

8. Polazedi od funkcije generatrise izvesti izraz za LEGENDREov polinom.

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama veZbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 27.4.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

1. Principom rezolucije dokazati valjanost slede¢e formule:

(B2)(Vy) P(x,y) = (Vy)(Ex)P(z,y).

2. a) Dokazati da za svaki element z polja GF(p) polinom x? — x je identicki jednak 0.

b) Faktorisati polinom x? — x na nesvodljive faktore u polju GF(p).

3. Opis nedeterministickog polinomijalnog algoritma. Definicije N P-problema i njihova
karakterizacija pomocu svedocanstva istinitosti potvrdnog odgovora.

4. Neka je data funkcija p(x) = 2+ : [0,00) — [0,00). Primenom BANACHovog
stava pokazati da niz:

Tpr1 = @(zk) (k=0,1,...),
pri poc¢etnom uslovu xy = 0, konvergira ka fiksnoj tacki o funkcije . Nadi vrednost a sa
tacnoséu od € = 1073,

t

4 1
5. Neka je data funkcija F(t) = / ( vl 7

2 V1— a2

) da (t€[0,1]). Predioziti metod
za precizno izracunavanje vrednosti:
a) I, = F(0.9),

b) I, = F(1.0).

6. a) Vazniji operatori u numerickoj analizi i uzajamna veza medu njima. b) Ekono-
mizacija stepenih redova.



7. Ispitati da li je tacna jednakost:

1

/ (14 2)" Py (z) dz —

-1

2m+1(m!)2

(m—n)l(m+n+1)"

(n <m)

gde je P, LEGENDREov polinom.

8. Rekuretne relacije i diferencijalna jednacina za HERMITEove polinome.

NAPOMENA:
e Ispit traje 4 sata.
e Dozvoljena je upotreba samo neprogramabilnih kalkulatora.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 29.5.2001.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4
- Specijalna grupa (2 kolokvijum) -

1. Neka je data trodijagonalna determinanta:

a; Co 0 o --- 0 0
b1 ag C3 o --- 0 0
R U |
O 0 0 0 - ap_q cy,
0O 0 0 0 - by1 ay,

pri cemu a;, b;, ¢, #0 (1<i<n, 1<j<n,1<k<n). Odrediti kompleksnost algoritma za
racunanje trodijagonalne determinante ukoliko se vrsi:

a) svodenje determinante na trougaoni oblik,

b) razvoj determinante po nekoj vrsti ili koloni.

2. Metodom rezolucije dokazati valjanost formule:
((Vx)(Vy)(A(% y) = Aly,x)) N (Vo)(Vy)(V2)(Az,y) AN Aly, 2) = Alz, 2))
A (¥2)By)A(e,y)) = (v2) A, )

3. Neka je dato polje GALOISA GF(m). Odrediti dva medusobno razli¢ita polinoma nad
posmatranim poljem koji imaju iste vrednosti za svaku vrednost nezavisne promenljive.
Neka su Py (x) 1 Q,(z) dva proizvoljna polinoma nad poljem GF(m) stepena k i n respek-
tivno, pri ¢emu je ispunjeno: m > max{k,n}. Dokazati da su polinomi Py(z) i Q,(z) sa
jednakim koeficijentima ako i samo ako imaju iste vrednosti za svaki element x € GF(m).

4. Linearni kodovi. Pregled definicija i rezultata.
5. Dat je potpuni tezinski graf G. Opisati jedan algoritam za odredivanje minimalnog

razapinjuceg stabla i algoritam granjanja i ogranicavanja za odredivanje najkraceg HAMIL-
TONovog puta u grafu G.

NAPOMENA:
e Kolokvijum traje 2 sata i 30 minuta.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




ELEKTROTEHNICKI FAKULTET — BEOGRAD 17.4.2002.
Katedra za primenjenu matematiku

MATEMATIKA 4

- Specijalna grupa (2 kolokvijum) -

1. Neka su dati skupovi polinoma:

={P(z,y,2) = Z Upqr Y2 | ap g € R\{0}} (meN).

0<p+g+r<m

a) Za g € P, u zavisnosti od prirodnog broja m, izracunati kompleksnost racunanja
g(z,y, z) u tacki (zo,yo, 20) € R*\{0}.

b) Neka g € P,, i neka je formirana vektorska funkcija f= (f1, fo, f3) za f1, fo, f3 € Pum.
U zavisnosti od prirodnog broja m, odrediti kompleksnost racunanja vrednosti diferenci-
jalnih operacija prvog reda:

. ag ag—» 0g
(7’) gradg(x,y,z) - a 8 J+ a_

k,
i F 9fs 0 ofi 0 Ofys Of1\ -
i) rot fl )= (22 - 27y (90087, (% o0
ofr  0fy  Ofs

u tacki (z, yo, 20) € R*\{0}.

(iid) div f(z,y,2) =

2. Koristeéi se principom rezolucije dokazati da je sledeé¢a formula valjana:

(Vz) (Vy) (A(z,y) V Ay, z)) = (Vz) (Vy) (32) (A(z, 2) A Ay, 2)).

3. a) Dokazati da je karakteristika konacnog polja prost broj.

b) Dokazati da konaéno polje sadrzi p* elemenata, gde je p prost broj, a k prirodan broj.

4. a) Teorema o egzistenciji EULERovog puta u grafu. Formulacija i dokaz.

E) Neka graf G poseduje zatvoren EULERov put. Navesti uslove pod kojima komplement
G grafa G takode poseduje zatvoren EULERov put.



9. a) Dati su zadaci linearnog programiranja:

max (clxl + Coxo + ...+ cnxn)
ap1Ty + apxs + ... + a1, = by,

a21T1 + Q22X + ... + QonT, = bg,

Am1T1 + ApmaT2 + ...+ App Ty = bm7

120,220, ..., 2,20

max (clscl + Ccoxg + ...+ cna:n)
a1171 + a2 + ... + a1, T, > by,

A21T1 + A2y + ... + AopTy > bo,

Am1T1 + 22 + -+ G > b
120,220, ..., 2,20
Objasniti postupak svodenja zadatka oblika (1) na zadatak oblika (2) i zadatka oblika (2)
na zadatak oblika (1).

b) Odrediti najmanju i najveéu vrednost funkcija f(z,y) =2z +4y+1ig(z,y) =z —y
i odgovarajuce ekstremalne tacke uz ogranicenja:

x4+ 2y —13 <0,
r—2y—2<0,
3r—y+3 >0,
dr+y—17 <0,

x>0,y>0.

NAPOMENA:
e Kolokvijum traje 2 sata i 30 minuta.
e Bira se Cetiri od pet zadataka, s tim $to je zadatak 3. obavezan.
e U tabeli, na koricama vezbanke, precrtati zadatke koji nisu radeni.




