Napomena: U materijalu koji sledi date su samo definicije, iskazi teorema i algoritama a izostavljeni su primeri
i dokazi teorema koji su radjeni na casovima predavanja.
(Literatura: M. Merkle: ”Matematicka analiza: teorija i hiljadu zadataka”)

Linearne dif. j-ne viseg reda

Definicija 1 Dif. j-na oblika y™ + fi(x)y™ ™Y + ... + f.1(2)y + fu(z)y = F(2) jeste linearna dif.
j-na n-tog reda.

Podrazumevamo: f;(z) i F(x) def. i neprekidne na posmatranom intervalu I.

Ako je F(z) =0 homogena jednacina
Ako je F(x) 20 nehomogena jednacina

Ako su fi(x) i =1,2,...n konstante jednacina je sa konstantnim koeficijentima (u
protivnom sa funkcionalnim).

Linearna, homogena dif. j-na

v+ Ay + 4 faa(@)y + @)y = 0

-~

oznacimo sa L~ (y)

y = 0 je jedno reSenje (trivijalno resenje).
Takodje se vidi:

-ako su yi(x) i yo(x) reSenja tada je i c1y1(z) + coya(x) takodje resenje date dif. j-ne. Ovo se lako
uopsStava na proizvoljan broj resenja.

Kako odrediti opste resenje j-ne L"(y) =07

Definicija 2 Funkcije y1(x), y2(x), ...y, () definisane na intervalu I su linearno zavisne na I ako postoje
konstante ki, ko, ...k, takve da k% + k3 + ...k2 # 0 i da je
(Vo € I) kyyi(z) + koyo(x) + ... + kpyn(x) = 0.

U protivnom su linearno nezavisne.

Definicija 3 Neka su y; (), ya(2), ...yn(x) reSenja jednacine L™(y) = 0.

(2) ya() o Yn(2)
(z) Yo () e ()

n
(A1

Determinanta W (yy, ya, ...yn; ) = naziva se determinanta Vronskog

. n—1 . n—1 n—1
gy @) ey (@)

(Vronskijan).

Teorema 1 Neka su y;(z), y2(2), ...yn(z) reSenja jednacine L"(y) = 0.
Tada jeili 1) (Vz € I)W(y1, Y2, ...yn; ) # 0
i f-je y1(x), yo(x), ...yn(z) su linearno nezavisne
ii 2) (Vee )W(y,y2,..Un;2) =0
i f-je y1(z), y2(x), ...yn(x) su linearno zavisne.
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Napomena: u slucaju n = 2, linearna nezavisnost se svodi na =— # Const..
Y2

Teorema 2
Ako su y1(2),y2(2), ...yn(x) resenja jednacine L™(y) =0 1 ako su funkcije y;(z),y2(2),...yn(x) linearno
nezavisne tada je opste resenje date j-ne y = c1y1(x) + c2y2(x) + ... + cpyn(z) (¢; - konstante).

Linearna, homogena d.j. drugog reda: 3" + p(z)y + ¢(z)y =0

Teorema 3(Liuvilova formula)
Ako je yi(x) jedno netrivijalno partikularno resenje linearne dif. j-ne
y' +p(@)y +q(@)y =0 tada je @) — L iy
Y2 ZE) yl(x)/y%(x)e Zz
takodje partikularno resenje date jednacine, linearno nezavisno od ;.

(Dokaz ...)

Linearna nehomogena jednacina:

Yy + fi@y" Y + o+ faa(@)y + fa(@)y = F(2)

-~

oznacimo sa L7 (y)
® U slucaju n = 2, snizavanje reda pomocu jednog partikularnog resenja dovodi do linearne nehomogene
jednacine prvog reda.
® Teorema 4 Neka je yp, opste resenje homogene j-ne L™(y) = 0 i y, jedno partikularno resenje
nehomogene j-ne L™(y) = F(x). Tada je opste resenje nehomogene jednacine L™(y) = F'(x) dato sa
'y = yn + Yy

(Dokaz: neposredno se proverava da je L™(yn + yp) = L™(yn) + L™(yp) = 0+ F(x) = F(x).)
® Metod varijacije konstanti
Teorema 5

Neka je yp = c1y1(x) + ...+ cpyn(x) opste resenje homogene j-ne L™(y) = 0.

Tada je opste resenje nehomogene j-ne L™(y) = F(x) datosa|y = di(x)yi(xz) + ...+ dn(x)yn.(x)

gde su dq(x),da(x),...d,(x) funkcije ¢iji se izvodi nalaze resavanjem sistema jednac¢ina
d,(@)y1(z) + dy(@)y2(x) + ... + d, (2)ya(z) = 0
d,(z)y,(x) +d,(z)y,(z) +...+ d (z)y, (x) = 0

dy(x)y" (z) +dy(z)ys V(@) + ...+ d ()y D (z) = F(z)

a zatim se same funkcije dy(x),dz2(x),...d,(x) nalaze integracijom.
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Linearna dif. j-na sa konstantnim koeficijentima

e Homogena j-na.: y™ + pyy™ ™V + ... +p1y + py = 0 (%) (ps - konstante)

Trazi se partikularno resenje u obliku y = e*®.

Zamenom u jednacinu dobijamo: e*®(A™ + p1 A" + ...+ Pr_iA +pn) =0

Definicija 4 Algebarska jedna¢ina A™ + p1t A"t 4+ ... 4+ pniXA 4+ pn = 0 zove se
karakteristicna jednacina dif. j-ne ().

Karakteristicna jednac¢ina ima m korena i svakom korenu odgovara po 1 partikularno resenje, po

slede¢im pravilima (1) - 4)) :

1) Svakom realnom jednostrukom korenu A odgovara jedno partikularno resenje: y, = e*®.

2) Svakom realnom korenu A reda k > 1 odgovara k partikularnih resenja:
er, xe?®, ... kler®,

3) Svakom paru kompleksnih jednostrukih korena o = i3 odgovaraju partikularna resenja
e*®cosBx i1 e**sinfx

4)  Svakom paru kompleksnih korena v = 23 reda k > 1 odgovara 2k partikularnih resenja:
e“*cosBx, xe*®cosBzx, ... ¥ le*®cosBx
e*TsinPBx, re*TsinBx, ... ¥ 1e*®sinBx

Primenom pravila 1) -4) na sve korene karakteristi¢ne jednacine, dobija se skup od ukupno
n linearno nezavisnih resenja y;,y2,...vy, d.j. pa je opste reSenje homogene d.j.
Yn = c1y1(T) + c2y2(T) + . .. cnYn().

e Nehomogena jednacina sa konstantnim koeficijentima

y™ + py™ D 4 .. 4 pe1y + pay = F(x)

Resavanje nehomogene j-ne sastoji se iz dva koraka:
1. korak : Resi se homogena jednacina (tj. odredi se yp).

2. korak :
Odredjuje se opste resenje nehomogene j-ne metodom varijacije konstanti (kako je opisano u teoremi

5).

Napomena: ako je funkcija F(z) specijalnog oblika moze se jednostavnijim postupkom poznatim kao
metod neodredjenih koeficijenata odrediti partikularno resenje (y, ) nehomogene j-ne, pa je
tada (na osnovu teoreme 4) y = yp + Yp.

Metod neodredjenih koeficijenata

Sastoji se u tome da se partikularno reSenje nehomogene j-ne pretpostavi u obliku koji je slican obliku
f-je F(x), ali sa neodredjenim koeficijentima koji se odredjuju zamenom u dif. j-nu. Kada se ovako nadje
partikularno resenje y,, onda je (prema teoremi 4) opste resenje yp, + Yp.

Ovaj metod se primenjuje samo u slu¢aju kada je funkcija F'(x) oblika 1. ili 2.:

1. |F(x) = e**Py(x)| (Pmn(x) je polinom stepena m)

Razlikujemo sledec¢a dva slucaja:



1.1 Ako a nije koren karakteristicne jednacine, tada je y, = e**Qn(x).

1.2 Ako je a koren reda k (k > 1) karakteristicne jednaéine, tada je y, = x*e**Q.(x).

Koeficijenti polinoma @Q,,(«) nalaze se zamenom u nehomogenu dif. j-nu, metodom neodredjenih
koeficijenata.

2. |F(x) = e*®* (P, (x)cosPBx + P,,,(x)sinBx)

Razlikujemo sledec¢a dva slucaja:

2.1 Ako a *£ i8 nije koren karakteristicne jednacine, tada je
Up = € (Quu()cOSBE + Ron(x)sinfr)
gde su Q. (x), Ryn(x) polinomi stepena m = max(mq, ms).
2.2 Ako je a £ i3 koren reda k (k > 1) karakteristi¢ne jednacine, tada je
Yp = T*e*®(Qm(x)cosBxr + R,,(r)sinBx)
gde su Qn(x), Ryn(x) polinomi stepena m = max(mq, ms).
Koeficijenti polinoma Q. (x), Ry, (x) nalaze se zamenom u nehomogenu dif. j-nu, metodom neo-
dredjenih koeficijenata.



